
ä"ñùú åéúñ – úåöåá÷ä úøåú ñøå÷

(16.9.2004 ,3 äñøâ) ãåñé éâùåî :'à ÷øô

?úåöåá÷ä úøåúá íé÷ñåò òåãî?úåöåá÷ä úøåúá íé÷ñåò òåãî?úåöåá÷ä úøåúá íé÷ñåò òåãî
.úåöåá÷á úéúåòîùî äãéîá úå÷ñåò úåáø úåéèîúî úåøåú .à

.ä÷éèîúîä ìë ìù éèîåéñ÷à çåúéôì úøâñîë ùîùì äìåëé úåöåá÷ä úøåú .á
.óéë äæ .â

.éèîúî íöò åîöòá ùîùì ìåëéä íéîöò ìù åäùìë óñåà :äöåá÷ä ìù éáéèéàåèðéàä âùåîääöåá÷ä ìù éáéèéàåèðéàä âùåîääöåá÷ä ìù éáéèéàåèðéàä âùåîä
,x ∈ B ííà x ∈ A íéé÷ x ìëì íà øîåìë ,íéøáéàä íúåà B-å A úåöåá÷ì íà .úåéô÷éää úîåéñ÷àúåéô÷éää úîåéñ÷àúåéô÷éää úîåéñ÷à .1

.úåäæ ïîñî ïåéååéùä øùàë ,A = B æà
(éìðåéñðèðéà) éúðååëä éôåàì ãåâéðá úåöåá÷ä ìù (éìðåéöðèñ÷à) éô÷éää éôåàä úà äâéöî úàæ äîåéñ÷à

.úåðåëúä ìù
éìòá íéîöòä ìë úà ÷åéãá äìéëîä äöåá÷ úîéé÷ Φ äðåëú ïúðäá .úåéñéñáä íåé÷äúåéñéñáä íåé÷äúåéñéñáä íåé÷ä úåîåéñ÷àúåîåéñ÷àúåîåéñ÷à .2

.Φ äðåëúä
øëæðë ,íâå ,éèîúî íöò àéä äöåá÷ù ãåòá äôùä ìù øåöé àéä äðåëúù íä äöåá÷ì äðåëú ïéá íéìãáää

.äðåëúì ãåâéðá ,éìðåéöðèñ÷à éôåà úìòá àéä äöåá÷ù ,ìéòì
äîåéñ÷à ãøôðá çñðì ùé Φ äðåëú ìëì éë úããåá äîåéñ÷à ìò àìå úåîåéñ÷à ìò ïàë íéøáãî åðà

.úàæ äðåëúì äîéàúîä
éìòá íäù íéîöòä ìë úà ÷åéãá äìéëîä úçà äöåá÷ øúåéä ìëì ,1 éôì ,úîéé÷ Φ äðåëúì .èôùîèôùîèôùî .3
.Φ äðåëúä éìòá íäù íéîöòä ìë úà ÷åéãá äìéëîä úçà äöåá÷ ÷åéãá úîéé÷ ,2 øåàì ,ïëìå ,Φ äðåëúä

.{x | Φ(x)} -á úðîåñî úàæ äöåá÷
äøéúñ úàæ .x /∈ x úåîéé÷îä x úåöåá÷ä úà ÷åéãá äìéëîä Y äöåá÷ úîéé÷ àì .ìñø úéîåðéèðàìñø úéîåðéèðàìñø úéîåðéèðà .4

.2 êåúî äîåéñ÷àì
.äøéúñ ,Y /∈ Y íâå Y ∈ Y ïëìå ,Y /∈ Y ííà Y ∈ Y

äðéøè÷åãä äéäú äçðî å÷å ,úåéòá äðîøâéúù äàøð àìù ïëéä ÷ø 2 úåîåéñ÷àá ùîúùð 4 øåàì .5
äöåá÷ úðúåð àéä ãåò ìë 2 êåúî äîåéñ÷àá ùîúùäì øùôàù úøîåàä ìãåâä úìáâäìãåâä úìáâäìãåâä úìáâä ìù úéáéàåèðéàä

.úåîéé÷ úåöåá÷ì äàååùäá éãî äìåãâ äðéàù
.Φ äðåëúä éìòá íäù íéîöòä ìë ú÷ìçî ìò øáãð äöåá÷ úòáå÷ äðéà Φ äðåëúù ïëéä íâ .úå÷ìçîúå÷ìçîúå÷ìçî .6
åðà íìåà ,äðåëú ìò øåáéã íöòá àåä ä÷ìçî ìò øåáéãä .éèîúî íöò äðéà ä÷ìçî äöåá÷ì ãåâéðá
íéîöòá àìà äðåëúä ìù çåñéðá àì íéðééðåòî åðàù ïëéä úåðåëúá íå÷îá úå÷ìçîá ùîúùäì íéôéãòî
úå÷ìçîä ïî ÷ìç .{x | Φ(x)} -á íâ ïîñð Φ äðåëúä éìòá íéîöòä ú÷ìçî úà .äúåà íéîéé÷îä
úåøîåàä úåîåéñ÷à øôñî êùîäá ùåâôð .ùîî úå÷ìçîùîî úå÷ìçîùîî úå÷ìçî àø÷ð úåöåá÷ ïðéàù úå÷ìçîìå ,úåöåá÷ ïä
ïä úåîééåñî úå÷ìçîù ,úåøçà íéìéîá ,äðøîàú ïäå ,úåöåá÷ úåîéàúî íðîà úåîééåñî úåðåëúìù

.úåöåá÷
ìò åäùî øîåì áåùç íéùîúùî åðà äá äôùá úåéåìú òéáäì íéìåëé åðà ïúåà úåðåëúäù ïååéëî .äôùääôùääôùä .7
÷ø àì ì÷úéäì íéìåìò åðà ,úåöåá÷ä úøåú úôùá ùîúùäì øåñà äîáå øúåî äîá øéäáð àì íà .äôùä
ïðåáúð .äàáä êøãá äøéúñì òéâäì óà àìà "úå÷åøéä úåöåá÷ä ìë úöåá÷" åîë ,úåòîùî éøñç íééåèéáá
íééåèéáä øôñî ."úéøáòä äôùá íéìéî íéøùòî úåçôá åøéãâäì øùôà éàù øúåéá ïè÷ä øôñîä" éåèéáá
úåçôá åúåà åðøãâäù ïáåîëå ,äæë øôñî íéé÷ ïëìå ,éôåñ àåä úéøáòä äôùá íéìéî íéøùòî úåçô éìòá
úåøéúñ òåðîì éãë ,ïëì .áèéä äøãâåä àì äôùäù êëî úòáåð úàæ äøéúñ .äøéúñ úàæå ,íéìéî íéøùòî
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.äôùä úà áèéä ïàë øéãâð åìàë
íééâåì íéøù÷ ,∈-å = ñçé éðîéñ ,íéøçà íéðúùîå A,B, . . . , x, y, . . . íéðúùî äìéëî ùîúùð äá äôùä
àø÷ð úàæ äôùì ."äöåá÷" äðåëúäå "íéé÷"-å "ìëì" íéúîë ,"àì"-å "íà ÷øå íà" ,"æà . . . íà" ,"íâå" ,"åà"
óñåðá ìéëú äôùä .äôùì ñéðëðù íéùãçä íéâùåîä ìù úåøãâä é"ò äúåà øéùòðå "úåöåá÷ä úøåú úôù"
úåìåòôå øãñä ñçé øåáò íéðîéñä úàå "áëåøî ,éùîî ,éøáâìà ,éìðåéöø ,íìù ,éòáè øôñî" íéìéîä úà
êøåö ïéà ïëìå úåöåá÷ä úøåú úôùá øéãâäì øùôà åììä íéôñåðä íéáéëøä ìë úà .åìà íéøôñîá ïåáùçä

.åìà úåøãâäî ÷ìç úåçôì àéáð êùîäá .úéñéñáä äôùá íäá
øáéà ìë íà ,B ìù ä÷ìçî úúä÷ìçî úúä÷ìçî úú åà ,B ä÷ìçî ìù úé÷ìç ä÷ìçîúé÷ìç ä÷ìçîúé÷ìç ä÷ìçî àéä A ä÷ìçîù íéøîåà åðà .äøãâääøãâääøãâä .8
úé÷ìç äöåá÷úé÷ìç äöåá÷úé÷ìç äöåá÷ àéäù íéøîåà åðà äöåá÷ àéä A íà .A ⊆ B -á úàæ íéðîñîå ,B ìù øáéà àåä A ìù

.B ìù äöåá÷-úúäöåá÷-úúäöåá÷-úú åà ,B ìù
äååù äðéà ìáà B-ì úé÷ìç A íà B ä÷ìçî ìù ùîî úé÷ìç ä÷ìçîùîî úé÷ìç ä÷ìçîùîî úé÷ìç ä÷ìçî àéä A ä÷ìçîù íéøîåà åðà .á

.A B -á úàæ íéðîñîå ,äì
:íéé÷ A,B, C úå÷ìçîä ìëì .èôùîèôùîèôùî .9

.∅ ⊆ A .à
.A ⊆ A .á

.A ∩B ⊆ A,B ,A,B ⊆ A ∪B .â
.(1 úåéô÷éää úîåéñ÷à ìù øçà çåñéð åäæ) A = B æà B ⊆ A -å A ⊆ B A,B úåöåá÷ì íà .èôùîèôùîèôùî .10
A éøáéà úà ÷åéãá äìéëîä B äöåá÷ A äöåá÷ ìëì úîéé÷ Φ äðåëú ïúðéäá .äãøôää úåîåéñ÷àäãøôää úåîåéñ÷àäãøôää úåîåéñ÷à .11
.äöåá÷ àéä íâ A äöåá÷ì úé÷ìç ä÷ìçî ìëù àåä åìà úåîåéñ÷à ìù øçà çñåð .Φ äðåëúä éìòá íäù
.(úåöåá÷ä ìë úöåá÷ àéäù äöåá÷ úîéé÷ àì ,åà) ùîî ä÷ìçî àéä V úåöåá÷ä ìë ú÷ìçî .èôùîèôùîèôùî .12

.äöåá÷ ìñø úéîåðéèðà ìù ä÷ìçîä íâ äúéä ,11 éôì ,æà äöåá÷ V äúéä åìéà .äçëåä
.úåöåá÷ ïä ï÷ìçù äàøð êùîäá .úå÷ìçî øôñî úòë øéãâð .äøãâääøãâääøãâä .13

.∅ = {x | x 6= x} – ä÷éøä äöåá÷ä .à
.{a} = {x | x = a} – äãéçé úöåá÷ .á

.{a, b} = {x | x = b åà x = a} – (øåãñ àì) âåæ .â
.A ∪B = {x | x ∈ B åà x ∈ A} – B ãåçà A .ã
.A ∩B = {x | x ∈ B -å x ∈ A} – B êåúéç A .ä
.A \B = {x | x /∈ B -å x ∈ A} – B ñåðéî A .å

.
⋃

A = {x | A ìù åäùìë øáéà ìù øáéà àåä x } – A ìù ãåçéàä .æ
íéìéîá ,b úàå a úà ÷åéãá äìéëîä äöåá÷ úîéé÷ a, b íéîöòä ìëì .âåæä úîåéñ÷àâåæä úîåéñ÷àâåæä úîåéñ÷à .à .úåîåéñ÷àúåîåéñ÷àúåîåéñ÷à .14

.äöåá÷ àéä {a, b} ä÷ìçîä ,úåøçà
.äöåá÷ àéä

⋃
A íâ æà äöåá÷ àéä A íà .ãåçàä úîåéñ÷àãåçàä úîåéñ÷àãåçàä úîåéñ÷à .á

.äöåá÷ àéä N íééòáèä íéøôñîä ú÷ìçî .óåñðéàä úîåéñ÷àóåñðéàä úîåéñ÷àóåñðéàä úîåéñ÷à .â
.['â14-î ,ìùîì ,òáåð éäùìë äöåá÷ íåé÷ øùàë ,x 6= x äðåëúä íò 11-î] .äöåá÷ àéä ∅ .à .èôùîèôùîèôùî .15

.[A ∪B =
⋃{A,B} éë ,'á-å 'à14 éôì] .äöåá÷ A ∪B æà úåöåá÷ B-å A íà .á

.[11 éôì] äöåá÷ A ∩B æà ä÷ìçî B-å äöåá÷ A íà .â
.y = v -å x = u æà 〈x, y〉 = 〈u, v〉 íà .øåãñä âåæä úðåëúøåãñä âåæä úðåëúøåãñä âåæä úðåëú .16

.úéâåì úîà àåä êåôää ïååëä
.〈x, y〉 = {{x}, {x, y}} .äøãâääøãâääøãâä .17

.16 ìù äðåëúä úà íéé÷î 17-á øãâåä äæ âùåîù éôë ,øåãñä âåæä .èôùîèôùîèôùî .18
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úîéé÷îä äæ âùåî ìù úøçà äøãâä ìëå ,16 úà íéé÷î àåäù àåä øåãñä âåæä âùåî éáâì áåùçù äî
.äãéî äúåàá äáåè 16 úà

.ããåá øáéàì àìå íéøáéà âåæì ãéîú ñçééúî àåä ìáà äöåá÷ åîë àåä ñçé .(éîå÷î-åãä) ñçéä âùåîñçéä âùåîñçéä âùåî .19
øîåì äöøðùë xRy áåúëð .R ñçéá úåéäì àì åà úåéäì íéìåëé y -å x íéîöò éðù æà ,ñçé àåä R íà êë

.y-ì R ñçéá àöîð x éë
ñçéä æàå ,äöåá÷ úåéäì äìåëé úàæ ä÷ìçî .íéøåãñ úåâåæ äéøáéà ìëù ä÷ìçî àåä ñçéñçéñçé .à .äøãâääøãâääøãâä .20

.éèîúî íöò àåä
.〈x, y〉 ∈ R øåáò xRy áåúëð .á

.{x | xRy -ù êë y íéé÷} ä÷ìçîä àåä DomR -á ïîåñîä ,R ñçéä íåçúíåçúíåçú .â
.{y | xRy -ù êë x íéé÷} ä÷ìçîä àåä RangeR -á ïîåñîä ,R ñçéä çååèçååèçååè .ã

æà y-å x ìò åäùî úøîåàä ÷åñô úéðáú Φ(x, y) éäú .ñçé ìù úéð÷éú äøãâäñçé ìù úéð÷éú äøãâäñçé ìù úéð÷éú äøãâä .21
íéé÷úî ííà xRy íéé÷ x, y ìëìù êë R ñçéä àåä {z | Φ(x, y) -å z = 〈x, y〉 -ù êë x, y íéîéé÷}

.ñçéä ìù úéð÷éúä äøãâää àø÷ð úàæìå {〈x, y〉 | Φ(x, y)} -ë áåúëð äæä ñçéä úà .Φ(x, y)
{〈x, y〉 | x ∈ A , y ∈ B} ñçéä àéä A×B .äøãâääøãâääøãâä .'à21

,äéö÷ðåôä íåçú úàø÷ðä ,A ä÷ìçî ìù x øáéà ìëì íéàúîä åäùî àéä äéö÷ðåô .äéö÷ðåôä âùåîäéö÷ðåôä âùåîäéö÷ðåôä âùåî .22
.åäùìë íöò

.y = z æà xFz -å xFy íà ,x, y, z ìëìù êë F ñçé øîåìë ,éëøò ãç ñçé àéä äéö÷ðåôäéö÷ðåôäéö÷ðåô .à .äøãâääøãâääøãâä .23
øîàð æà x /∈ DomF íà .xFy íéé÷îä ãéçéä y-ä úà F (x) -á íéðîñî åðà x ∈ DomF ìëì .á

.øãâåî åðéà F (x) -ù
A äîåçúù äéö÷ðåô àéä F íà B-ì A-î ä÷úòää÷úòää÷úòä àéä F -ù íâ íéøîåàå ,F : A → B íéáúåë åðà .â

.( F (x) ∈ B íéé÷ x ∈ A ìëì øîåìë) B-ì é÷ìç äçååèùå
íéé÷ y ∈ B ìëì íà øîåìë ,RangeF = B íà B äöåá÷ ìòìòìò àéä F äéö÷ðåôäù íéøîåà åðà .ã

.F (x) = y -ù êë x ∈ DomF

,F (x) 6= F (y) æà x 6= y íà ,x, y ∈ DomF ìëì íà (ò"çç) úéëøò ãç-ãçúéëøò ãç-ãçúéëøò ãç-ãç úàø÷ð F äéö÷ðåô .ä
.x = y æà F (x) = F (y) íà ,úåøçà íéìîáå

úìá÷î F -ù íéëøòä úöåá÷ àéäù ,{F (x) | x ∈ A} úà F [A] -á íéðîñî åðà A ⊆ DomF øåáò .å
.A éøáéà øåáò

åðùé x ∈ A ìëìù ìë ÷åñô úéðáú Φ(x, y) éäúå ä÷ìçî A éäú .äéö÷ðåô ìù úéð÷éúä äøãâäääéö÷ðåô ìù úéð÷éúä äøãâäääéö÷ðåô ìù úéð÷éúä äøãâää .24
úîéé÷îä äéö÷ðåô àåä F = {〈x, y〉 | x ∈ A ∧ Φ(x, y)} ñçéä æà Φ(x, y) íéé÷îä ãçà y ÷åéãá
íéàðú úîéé÷îä äãéçéä äéö÷ðåôä àåäå ,Φ(x, y) íéé÷îä y-ä àåä F (x) x ∈ A ìëìå ,Dom(F ) = A

.åìà
àåä F (x) x ∈ A ìëìå ,Dom(F ) = A :äøåöäî äøãâäì àø÷ð F äéö÷ðåô ìù úéð÷éú äøãâä íùá

.Φ(x, y) íéé÷îä y-ä
,x∩B åà {x} åîë ,x-á éåìúä íöò íù àåä τ(x)-ù ïëéä ,y = τ(x) äøåöäî àéä Φ(x, y) úéðáúä íà

.F (x) = τ(x) x ∈ A ìëìå ,Dom(F ) = A äøåöä úìòá àéä F ìù úéð÷éúä äøãâää æà
,DomG = A é"ò úøãâåîä äéö÷ðåôä úà F ¹A -á ïîñð .A ⊆ DomF -å äéö÷ðåô F éäú .äøãâääøãâääøãâä .'à24

.A-ì F ìù äìáâäääìáâäääìáâää úàø÷ð F ¹ A .G(x) = F (x) x ∈ A ìëìå
ìëìå ,Dom(1A) = A é"ò äðåúðä äéö÷ðåôä àéä A ìò 1A úåäæä úéö÷ðåôúåäæä úéö÷ðåôúåäæä úéö÷ðåô A ä÷ìçî ìëì .à .äøãâääøãâääøãâä .25

.1A(x) = x x ∈ A

:é"ò äðåúðä GF äéö÷ðåôä àéä åìà úåéö÷ðåô ìù äáëøäääáëøäääáëøää æà G : B → C -å F : A → B íà .á
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.GF : A → C éë øåøá .(GF )(x) = G(F (x)) x ∈ A ìëìå ,Dom(GF ) = A

é"ò äðåúðä äéö÷åôä àéä F−1 äëåôää äéö÷ðåôääëåôää äéö÷ðåôääëåôää äéö÷ðåôä æà B ìò A -î úéëøò ãç ãç äéö÷ðåô àéä F íà .â
.F−1 : B → A éë øåøá .F (x) = y -ù êë x-ä àåä F−1(y) y ∈ B ìëìå Dom(F−1) = B

.A ìò A ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéä 1A .à .èôùîèôùîèôùî .26
ä÷úòä àéä GF : A → C æà C ìò ä÷úòä àéä G : B → C -å B ìò ä÷úòä àéä F : A → B íà .á

.C ìò
.úéëøò ãç ãç GF íâ æà úåéëøò ãç ãç ïä G : B → C -å F : A → B íà .â

.A ìò B ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéä F−1 æà ,B ìò A ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéä F íà .ã
íéé÷ x ∈ DomF ∩DomG ìëì íà úåáùééúîúåáùééúîúåáùééúî G-å F úåéö÷ðåôäù íéøîåà åðà .äøãâääøãâääøãâä 26.1

.F (x) = G(x)
.äéö÷ðåô àéä F ∪G ííà úåáùééúî G-å F úåéö÷ðåôä .à .äîìäîìäîì 26.2

.äéö÷ðåô àéä F ∪G æà íéøæ ïäéîåçúù úåéö÷ðåô F,G íà .á
.úåáùééúî ïä W -á úåéö÷ðåô éúù ìë ííà äéö÷ðåô àéä

⋃
W .úåéö÷ðåô ìù äöåá÷ W éäú .â
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